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В статье разрабатывается разложение линейного дифференциального уравнения на операторные множители, 

которые применяются для  отщепления одного частного решения асимптотически, поведение решений которого 

определяет устойчивость решений исходного дифференциального уравнения.    
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ТАДҚИҚИ УСТУВОРИИ ҲАЛЛИ МУОДИЛАИ ДИФФЕРЕНСИАЛИИ ХАТТИИ 
КВАЗИСТАТСИОНАРӢ ДАР ҲОЛАТИ КРИТИКИИ ЯК РЕШАИ НУЛӢ 

С.З. Курбоншоев, У.Р. Рустамбекова 
Дар мақола усули ҷудокунии муодилаи дифференсиалии хаттӣ ба бисераъзогиҳои операторӣ тадқиқ карда 

шудааст, ки он барои ҷудо кардани як ҳалли мушаххаси асимптотикӣ истифода мешавад. Усули ҳалли онҳо устувории 

ҳалли муодилаи дифференсиалии аслиро муайян мекунад. 

Калидвожаҳо: устувории ҳал, оператор, муодилаи дифференсиалӣ, функсияи Грин. 

INVESTIGATION OF THE STABILITY OF SOLUTIONS OF A LINEAR QUASI-STATIONARY 
DIFFERENTIAL EQUATION IN THE CRITICAL CASE OF A SINGLE ZERO ROOT 

S.Z. Kurbanshoev, U.R. Rustambekova 
The article examines a method for decomposing a linear differential equation into operator factors, which uses an 

asymptotic method to split off one particular solution, the behavior of which determines the stability of the solutions of the 

original differential equations.      

      Keywords: stability of solutions, operator, differential equation, Green's function. 

 
Введение 

  Данное исследование проведено для устойчивости решений линейного квазистационарного 
дифференциального уравнения в критическом случае одного нулевого корня, которые впервые были 
разработаны в работах советских исследователей: А. Пуанкаре,  Ю.А.Митропольского, К.Г. Валеева 
В.А. Плиса, Н.Г.Четаева и др., а также в работах зарубежных математиков: Диллиберто, А.Халаная, 
Н.Чейфи, В.Кайнера и др. 
 Рассматривается линейное дифференциальное уравнение: 
  

                                                            ,0,10  ydtUydU                                                                             1  

где  dU0
- дифференциальный оператор n  го порядка.  
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  малый параметр,  dtU ,1
- нестационарный возмущающий оператор     




n

k

k
k dtbdtU

0
1 ,,  

 tbk
кусочно-непрерывные, ограниченные при 0t   функции. 

 При 0  приходим к линейному дифференциальному уравнению с постоянными 

коэффициентами  
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Предположим, что характеристическое уравнение   00 pU  
имеет один нулевой корень, а 

остальные корни характеристического уравнения имеют отрицательные вещественные части. 
При 0 возможна устойчивость или неустойчивость нулевого решения уравнения (1),  .2  Ищем 

частные решения уравнения (1), порождаемые нулевым корнем характеристического уравнения 

  00 pU .  
 Для этого разложим дифференциальный оператор в уравнении (1) на операторные 
множители: 
 

      .,,,),( 210  tddtUdtUpU                                                        (3) 

 При этом дифференциальное уравнение (1) представляется в виде: 
 

     .0,,,2   tddtU  

Обозначая    ,, ytdz   
получим дифференциальное уравнение  )1(n  го порядка 

  ,0,,2 zdtU                                                                                   (4) 

где   .0,,
1

1
2 




n

k

k
kdadtU  

 Поскольку все корни характеристического уравнения (4) имеют отрицательные  

вещественные части, то при малых значениях 0
 
все его решения экспоненциально [ ] 

стремятся к нулю при       
 Из уравнения  

  zyty   ,/  

следует, что любое частное решение уравнения (1) имеет вид: 
  

   ,,,exp 0
0

 tydtty
t










   

где   0,0 ty  
при .  Следовательно, устойчивость всех решений уравнения (1) при 

достаточно малых значениях 0  будет определяться асимптотическим поведением при t

интеграла 

    .,,
0

 dtI
t


 

 Если   ,tI , то нулевое решение уравнения (1) неустойчиво, если   ,, constсtI   
то 

нулевое решение уравнения (1) устойчиво, если   ,, tI
 
то нулевое решение уравнения (1) 

асимптотически устойчиво.  .4
 

 Построим функции   ,t  и рассмотрим некоторые её свойства. 

 Первый способ отыскания функции   ,t  заключается в непосредственном разложении 

дифференциального оператора на множители (3) и выделении линейного множителя. Другой способ 

заключается в установлении условий, при которых любое решение линейного дифференциального 

уравнения первого порядка:  
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 yty  ,/                                                                                  (5) 

тождественно удовлетворяло уравнению (1). Дифференцируя уравнение (5) по  t , получаем: 
,/ yy   

,//// yyy    

,2 ///////// yyyy  
  

....,33 //////////// yyyyy V    

 Исключая последовательно производные ,/y  получим известные равенства:  

,/ yy   

  ,22/// yy    

  ,3 33/2///// yy     

  ....,634 /4/23/2//2//// yy V  
 

 Подставляя выражения для производных )(ky   nk ...,,2,1  через y  в уравнение (1), 

приходим к  дифференциальному  уравнению для функции   ,t   

      6,0,...,,,,
1

1/
0

)1(



 
n

k

nk
k tStba 

 

где  S –известная функция. 

 При 0  дифференциальное уравнение (6) имеет асимптотически устойчивое решение 

при t . При достаточно малых значениях
 

0  решение уравнения (6)   ,t

будет также асимптотически устойчивым при t . Это решение можно найти в виде 

разложения по степеням малого параметра   в виде ряда  5  

    ,0,
0







k

k
k tt 

 

который заведомо сходится при достаточно малых значениях 0 . Это решение можно также 

найти методом последовательных приближений [6, 9] из интегрального уравнения вида:  

                7.,,...,,,, 1/ dtSbtGt n
t

 



 
 

где  tG
 
функция Грина  7  для уравнения

 
 8

 
   ,

0

1



 
n

k

k
k tfa 

 

т.е.
 

    .
2

1
1

0

1 dpepa
i

tG pt
n

k

k
k



 


  










  
Дифференциальное уравнение (6) называем уравнением расщепления. Из формулы (7) следуют 
теоремы. 
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 Теорема 1. Если  коэффициенты  tbk
  nk ...,,2,1  являются периодическими  функциями  

от t  с общим периодом  ,T  то ограниченное на всей оси  t  решение уравнения (6)   ,t  

уравнения расщепления  будет периодической функцией от t  с периодом T  при достаточно малых 

значениях 0 . 

  Теорема 2. Если  коэффициенты  tbk
  nk ,...,2,1  в уравнении (1) являются почти 

периодическими функциями с некоторым частотным базисом, то ограниченное на всей оси решение 
  ,t  уравнения расщепления (6) является почти периодической функцией с тем же частотным 

базисом при достаточно малых значениях  .0
 Теорема 3. Если  коэффициенты  tbk

  nk ,...,2,1  в уравнении (1) являются 

ограниченными на всей оси  функции из класса  ,0sCs  то ограниченное на всей оси решение 

  ,t  уравнение расщепления (6) будет ограниченным на всей оси  функцией из класса 
sC  

при достаточно малых значениях  .0
 Здесь sC обозначает класс непрерывных функций, имеющий непрерывные производные до 

порядка s  включительно. 
Пример. Исследуем условие устойчивости решений линейного дифференциального уравнения 
 

   80sincossin /////////  ytytbytayyy   

Ищем его решение в виде: 

  .,exp
0 








 
t

dCy   

Дифференцируя данное равенство, получим: 
 

   yyyyyy 33/2/////22//// 3,,    

используя которые находим уравнение расщепления:  
 

    .0sinsincos3sin 232/2////  tattbtc   

Решение данного уравнения ищем в виде разложения по степеням параметра   

        ...., 2
2

110  tttt   

Для функций    nktbk ,...,1,0  находим уравнение 

,0sin0
/
0

//
0  tc  

.0sincos3 /
00

2
0

/
001

/
1

//
1  tatb   

Из первого уравнения находим ;cos0 t  

Из второго уравнения находим 

  .,,2sin2cos
2

1
2121

2
1 constCCtCtCcbcac   
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Следовательно, при достаточно малых значениях 0  нулевое решение уравнения (8) будет 

асимптотически устойчивым при   0 cbac  и неустойчивым при   .0 cbac  

Рецензент: Курбанов И. – д.ф.-м.н., профессор, член корр. НАНТ.  
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